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 نموذج اجابه لأمتحان رياضيات )5( معادلات تفاضليه جزئيه ودوال خاصه -لطلاب الفرقة الثالثة –  كلية  العلوم 

 ترم تخرجر(  318)معادلات تفاضلية جزئية ودوال خاصة 

  درجة ( 80)الدرجة الكلية   أجب على الاسئله التاليه

  -:  درجة( 25السؤال الأول )

 أن:  أثبت -1

  𝟐𝒏 𝜞 (𝒏 +
𝟏

𝟐
) = 𝟏. 𝟑. 𝟓 … (𝟐𝒏 − 𝟏)√𝝅 

 حل المعادلة التفاضلية الجزئية الاتية: أوجد -2

𝑧 (
𝜕𝑧

𝜕𝑥
−

𝜕𝑧

𝜕𝑦
) = 𝑧2 + (𝑥 + 𝑦)2 

𝐹(𝑡)تحويل لابلاس للدالة:  أوجد -3 = {
𝑡3

3
+ 𝑡2𝑒−2𝑡 + 𝑐𝑜𝑠ℎ5𝑡}. 

,𝒙 أن  أثبت -4 𝒚 > 𝟎  ,            β(𝒙, 𝒚) ≡
𝚪(𝒙)𝚪(𝒚)

𝚪(𝒙+𝒚)
                 

.  ومن ثم أوجد قيمة            β ( 
𝟐

𝟑
,

𝟒

𝟑
) 

 -:   درجة( 30السؤال الثانى )

 التكاملات الاتية بأستخدام الدوال الخاصة: أوجد -1

            (1) ∫ 𝑡𝑎𝑛
1
2(𝑥) 𝑑𝑥  

𝜋
2

0

,   (2) ∫ √𝑥  𝑒− √𝑥  
3

𝑑𝑥     (3) ∫ 𝑥4√25 − 𝑥2𝑑𝑥     
5

0

∞

0

 

 

∫أن:        أثبت -2 [𝑃𝑛(𝑥)]2𝑑𝑥 =
2

2𝑛+1
 

1

−1
 

 .    n من الدرجة كثيرة حدود لاجيندر  𝑃(𝑥)   حيث ان

 المعادلة التفاضلية الجزئية المناظرة للدالة: كون -3

ϕ(𝑥 + 𝑦 + 𝑧,  𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2) =  x ,y, zدالة أختيارية فى   ϕحيث  0

 .سنحصل عليهاوما هى رتبة المعادلة التفاضلية الجزئية التى   

 

𝜓(𝑥أن:     أثبت -4 + 1) − 𝜓(𝑥) =
1

𝑥
𝜓(𝑥)   :حيث ان      =

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑜𝑔Γ(𝑥) 

 

 

      الورقة  خلف  انظر                   
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 -:   درجة( 25) الثالثالسؤال 

 حل المعادلة التفاضلية الاتية مع الشروط المذكورة: أوجدبأستخدام تحويل لابلاس  -1

      
𝑑2𝑌

𝑑𝑥2
− 3

𝑑𝑌

𝑑𝑥
+ 2 𝑌 = 8,   𝑌(0) = −3,   𝑌′(0) = 5    

  

 أستنتج العلاقة التكرارية الاتية: -2
(𝑛 + 1)𝑃𝑛+1(𝑥) + 𝑛𝑃𝑛−1(𝑥) = (2𝑛 + 1)𝑥𝑃𝑛(𝑥) 

 

 علما بأن P2(𝑥), P3(𝑥)كلاً من   أوجدمستخدما العلاقة السابقة  -3

          P0(𝑥) = 1, P1(𝑥) = x   الدالة : أكتبثم 

𝑓(𝑥) = { 
3𝑥               0 < 𝑥 < 1
   0          − 1 < 𝑥 < 0

 

∑  على شكل متسلسلة 𝐴𝑛𝑃𝑛(𝑥)∞
𝑛=0 كثيرات حدود لاجيندر 

 (.الأربع حدود الاولى فقط) 

 

 المعادلة التفاضلية الجزئية المناظرة للدالة: كون -4

Z = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑥𝑦  حيث𝑎, 𝑏  وابت أختياريةث 

 .وما هى رتبة المعادلة التفاضلية الجزئية التى سنحصل عليها 

 -------------- انتهت أسئلة ----------------------------------------------------------------------- 

 مع تمنياتي بالتوفيق و النجاح                                      

 د. محمد السيد عبدالعال                                                                                                
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 اجابة السؤال الأول

  -:  درجة( 35السؤال الأول )

 أن:  أثبت -1

  𝟐𝒏 𝜞 (𝒏 +
𝟏

𝟐
) = 𝟏. 𝟑. 𝟓 … (𝟐𝒏 − 𝟏)√𝝅 

 الحـــــــــل

∵ 𝛤(𝑥 + 1) = 𝑥𝛤(𝑥) 

𝑥بوضع   = 𝑛 −
1

2
نحصل على   

∴ 𝛤(𝑛 +
1

2
) = (𝑛 −

1

2
)𝛤(𝑛 −

1

2
) 

     = (𝑛 −
1

2
)(𝑛 −

3

2
)𝛤(𝑛 −

3

2
) 

= (𝑛 −
1

2
)(𝑛 −

3

2
)(𝑛 −

5

2
) ⋅⋅⋅

5

2
⋅

3

2
⋅

1

2
𝛤(1/2) 

=
√𝜋

2𝑛 (2n − 1)(2n − 3)(2n − 5) ⋅⋅⋅ 5 ⋅ 3 ⋅ 1 

∴ 2𝑛𝛤(𝑛 +
1

2
) = 1.3.5...(2n − 1)√𝜋 

=-=-=-=-=-=--- 

 حل المعادلة التفاضلية الجزئية الاتية: أوجد -2

𝑧 (
𝜕𝑧

𝜕𝑥
−

𝜕𝑧

𝜕𝑦
) = 𝑧2 + (𝑥 + 𝑦)2 

 الحـــــــــل

 يمكن وضع المعادلة السابقة على الصورة 

𝑧𝑝 − 𝑧𝑞 = 𝑧2 + (𝑥 + 𝑦)2 

 وتكون معادلات لاجرانج المساعدة هي 
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𝑑𝑥

𝑧
=

𝑑𝑦

−𝑧
=

𝑑𝑧

𝑧2 + (𝑥 + 𝑦)2
 

 من النسبتين الأولى والثانية نجد أن  

 

 من النسبتين الثانية والثالثة نجد أن  

 

 ويكون حل المعادلة المعطاة هو 

 

 

 

 

𝐹(𝑡)تحويل لابلاس للدالة:  أوجد -3 = {
𝑡3

3
+ 𝑡2𝑒−2𝑡 + 𝑐𝑜𝑠ℎ5𝑡}. 

 

∵ 𝐿{𝑒−2𝑡} =
1

𝑠 + 2
 

∴ 𝐿{𝑡𝑒−2𝑡} = −
𝑑

ds
(

1

𝑠 ∓ 2
) =

1

(𝑠 + 2)2 

∴ 𝐿{𝑡2𝑒−2𝑡} =
𝑑2

ds2
(

1

𝑠 + 2
) =

2

(𝑠 + 2)3
 

 

     
252s

s
5tcosh L

−
=    

𝐿 {
𝑡3

3
+ 𝑡2𝑒−2𝑡 + 𝑐𝑜𝑠ℎ5𝑡} =

6

3𝑠4 +
2

(𝑠 + 2)3 +
𝑠

𝑠2 − 25
 

====== 
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,𝒙 أن  أثبت -4 𝒚 > 𝟎  ,            β(𝒙, 𝒚) ≡
𝚪(𝒙)𝚪(𝒚)

𝚪(𝒙+𝒚)
                 

.  ومن ثم أوجد قيمة            β ( 
𝟐

𝟑
,

𝟒

𝟑
) 

 الحـــــــــل

نعلم من تعريف دالة جاما أن       


 −−=
0

dt
1p

tteΓ(p) 

2x  t2xdx  dtباستخدام التعويض   ==   

                                      



−−=

0
2xdx

22p
x

2xeΓ(p)    

       
 −−=
0

dx
12p

x
2xe2Γ(p)                                           (a) 

  
 −−

=
0

dy
12q

y
2y

e2Γ(q)                                                (b) 

 نحصل على  (b),(a)بضرب المعادلتين   

                 




−−+−=

0 0

dxdy12qy12px)2y2(xe4Γ(p)Γ(q)  

 باستخدام التعويض التالي  
 ),( cosr x =       )(sin r y =                        

  2/0      ,r0        ,drdr dxdy =           

 نحصل على

 
 −+−

−−
=

2/

0 0
dr

12q2p
r

2red 
1q2

sin
1p2

cos4Γ(p)Γ(q)


           

/22 2(p q) 1 2p 1 2q 1r2 e r dr 2 cos sin  d
0 0


  

 + − − −−=    

   Γ(p q) β(p,q)= +            

.
q)Γ(p

Γ(p)Γ(q)
q)β(p,

+
= 

  

. β ( 
𝟐

𝟑
,
𝟒

𝟑
) =

Γ(
2
3

)Γ(
4
3

)

Γ(2)
=

1

3
Γ (

1

3
) Γ (

2

3
) =

𝜋

3 sin(
𝜋
3

)
=

2√3𝜋

9
. 
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 -:   درجة( 30السؤال الثانى )

 التكاملات الاتية بأستخدام الدوال الخاصة: أوجد -1

            (1) ∫ 𝑡𝑎𝑛
1
2(𝑥) 𝑑𝑥  

𝜋
2

0

,   (2) ∫ √𝑥  𝑒− √𝑥  
3

𝑑𝑥    ∫ 𝑥4√25 − 𝑥2𝑑𝑥     
5

0

∞

0

 

 الحـــــــــل

1. ∫ (tan 𝑥)
1

2 𝑑𝑥 = ∫ (
sin 𝑥

cos 𝑥
)

1

2
 𝑑𝑥 = ∫ (sin 𝑥)

1

2 (cos 𝑥)
−1

2 𝑑𝑥 =
1

2

𝜋

2
0

 
𝜋

2
0

𝛽 (
3

4
,

1

4
) 

𝜋

2
0

 

 

2. ∫ √𝑥  𝑒− √𝑥  
3

𝑑𝑥     
∞

0
 

𝑥√نستخدم  التعويضة 
3

= 𝑢 ⇒ 𝑥 = 𝑢3  ⇒ 𝑑𝑥 = 3𝑢2𝑑𝑢 

                 ∫ 𝑢
3
2 𝑒−𝑢 𝑢2  𝑑𝑢    =

∞

0

∫ 𝑢
7
2 𝑒−𝑢  𝑑𝑢  = 3Γ (

9

2
) = 3.

7

2
.
5

2
 .

3

2
√𝜋 

3∞

0

 

3. ∫ 𝑥4√25 − 𝑥2𝑑𝑥 =  ∫ 54𝑢2 5 √1 − 𝑢 
5

2√𝑢
𝑑𝑢 =    

1

0
   

5

0
 

=
56

2
∫ 𝑢

3
2  (1 − 𝑢)

1
2𝑑𝑢 =

56

2
𝛽 (

5

2
,
3

2
) =

56

2

Γ(
5
2

)Γ(
3
2

)

Γ(4)

1

0

 

=
56

2

3

2
 
1

2
  Γ (

1

2
) .

1

2
Γ (

1

2
) =

𝜋56

32
 

==== 

 

∫أن:          أثبت -2 [𝑃𝑛(𝑥)]2𝑑𝑥 =
2

2𝑛+1
 

1

−1
 

 n من الدرجة كثيرة حدود لاجيندر  𝑃(𝑥)   حيث ان                            

 الحـــــــــل 

    سبق أن علمنا أن


=
=

−
+−








0n
(x)nPnh

1/2
2h2hx1 

     أيضاً 


=
=

−
+−








0m
(x)mPmh

1/2
2h2hx1 

  





































=



=
=

−
+−

0m
(x)mPmh

0n
(x)nPnh

1
2h2hx1  
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=



=

+=
0n

(x)mP
0m

(x)nPmnh    

 نحصل على  1إلى  −1من  xبتكامل الطرفين بالنسبة للمتغير 

dx
1

1
(x)n(x)PmPmnh  

1

1 2h2hx1 

dx
 

0n 0m

−





 +=

− +− = =

 

mnتكامل الطرف الأيمن من المعادلة السابقة ينعدم عندما   عندما  ماعداmn  فإنه يساوي  =




=

−

=
−

+−−
0n

1

1
dx2

nP2nh
1

1
)2h2hx(1ln

2h

1
 




=

−

=−+=
−

+
 −

0n

1

1
dx(x)  2

nP2nh]h)[ln(1h)[ln(1
h

1

h1

h1
ln

h

1
 

 لكننا نعلم مما سبق دراسته أن 

,
4

4h

3

3h

2

2h
hh)ln(1 −+−=+                            ,               −−−−=−

4

4h

3

3h

2

2h
hh)ln(1  
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−

+

4

4h

3
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2
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h

4

4h

3

3h

2

2h
h

h

1

h1

h1
ln

h

1
                   




























++=++−=

5

4h

3

2h
12

5

5h

3

3h
h21h 

2nh
0n

dx
1

1
(x) 2

n
P

0n 12n

2nh
2 



=


−
=



= +
= 

بمساواة معامل 
2nh   في كل من الطرفين نجد أن 

.
12n

2
dx

1

1
(x) 2

n
P

+
=

−
 (13)                        
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 المعادلة التفاضلية الجزئية المناظرة للدالة: كون -1

ϕ(𝑥 + 𝑦 + 𝑧,  𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2) =  x ,y, zدالة أختيارية فى   ϕحيث  0

 .وما هى رتبة المعادلة التفاضلية الجزئية التى سنحصل عليها  

 الحـــــــل

 نفرض أن 

z
z

v
y

y

v
x

x

v

z

u

y

u

x

u

zyxvzyxu

2,2,2

1,1,1

, 222

−=



=




=





=



=




=





−+=++=

 

(3)بالتعويض في المعادلة  صفحة   (6) نجد أن   

0))(1(2))(1(2

0
221

221

=−+−−+

=
−+

−+
=




+








+







+








+





pzxqqzyp

qzyq

pzxp

z

v
q

y

v

z

u
q

y

u
z

v
p

x

v

z

u
p

x

u

 

yxqzxpzyومنها نحصل على       −=+−+ )()( 

   .وهي معادلة تفاضلية جزئية من الرتبة الأولى 

=---==--===----- 

 

𝜓(𝑥أن:     أثبت -1 + 1) − 𝜓(𝑥) =
1

𝑥
𝜓(𝑥)   :حيث ان      =

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑜𝑔Γ(𝑥) 

 

 من المعروف أن 

)x(x1)x( =+ 

 أي أن

)x(log xlog1)x(log +=+ 
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 نحصل على xبتفاضل الطرفين بالنسبة إلى 

)x(

)x(

x

1

)1x(

)1x(




+=

+

+
 

وهذا يعني أن:      
x

1
ψ(x)1)ψ(x =−+ 

==== 

 -:   درجة( 25) الثالثالسؤال 

 الشروط المذكورة:بأستخدام تحويل لابلاس أوجد حل المعادلة التفاضلية الاتية مع  (1
𝑑2𝑌

𝑑𝑥2
− 3

𝑑𝑌

𝑑𝑥
+ 2 𝑌 = 4𝑒2𝑡    

.  𝑌(0) = −3,   𝑌′(0) = 5 

 الحـــــــــل   بأخذ تحويل لابلاس لكل من الطرفين نجد  أن         بفرض أن        

 

 

 بالتعويض عن الشروط الابتدائية نجد أن  

 

 

 

 

 بأخذ تحويل لابلاس العكسي لكل من الطرفين نجد أن:   

 

=-=-=-=-===-====--=-== 

 أستنتج العلاقة التكرارية الاتية: (2
(𝑛 + 1)𝑃𝑛+1(𝑥) + 𝑛𝑃𝑛−1(𝑥) = (2𝑛 + 1)𝑥𝑃𝑛(𝑥) 

 كثيرات حدود لاجندر تعرف من الدالة المولدة من 
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   (1)                                

 نحصل على  بالنسبة للمتغير  (1)بتفاضل المعادلة 

 

 أي أن  

(5) 

 نحصل على  في   بضرب طرفي المعادلة 

 

 نحصل على     (1)باستخدام المعادلة 

 

 في كل من طرفي المعادلة السابقة نحصل علي  بمساواة معاملات 

 

 

      

=== 

 علما بأن P2(𝑥), P3(𝑥)كلاً من   أوجدمستخدما العلاقة السابقة  (3

          P0(𝑥) = 1, P1(𝑥) = x   الدالة : أكتبثم 

𝑓(𝑥) = { 
3𝑥               0 < 𝑥 < 1
   0          − 1 < 𝑥 < 0

 

∑  على شكل متسلسلة 𝐴𝑛𝑃𝑛(𝑥)∞
𝑛=0 كثيرات حدود لاجيندر 

 (.الأربع حدود الاولى فقط) 
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 وهكذا نحصل على  
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 المعادلة التفاضلية الجزئية المناظرة للدالة: كون (4

Z = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑥𝑦  حيث𝑎, 𝑏  ثوابت أختيارية 

 .وما هى رتبة المعادلة التفاضلية الجزئية التى سنحصل عليها 

 الحــــــل

 على التوالي نحصل على  ,yxبالنسبة إلى  Zبتفاضل 

(1)                                                                                   cyap += 

(2)                                                                                   cxbq += 

 نجد أن   yبالنسبة إلى  (2)، والمعادلة  xبالنسبة إلى  (1)بتفاضل المعادلة 
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(3)                                                                                      0
2

2
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x

Z
 

(4)                                                                                      0
2

2
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y

Z
 

 نجد أن   ,yxوالمعادلة الأصلية بالنسبة إلى  xبالنسبة إلى  (2)والمعادلة  yبالنسبة إلى  (1)بتفاضل 

(5)                                                    cs
yx

Z
c

x

q

y

p
=




=




=



 2
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 نحصل على  (1),(2),(5)من المعادلات 

(6)                                                                         




−=

−=

sxqb
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 في المعادلة الأصلية نحصل على المعادلة التفاضلية الجزئية  (6)بالتعويض من 

sxyqypxZ

sxysxysxyqypxZ

−+=

+−−+=
 

  .وهي معادلة تفاضلية جزئية من الرتبة الثانية 

 انتهت الأجابة                           

 


